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Lei dos Cossenos

Consideremos um triangulo de lados a,b e c. Temos duas possibilidades: ou o
triangulo é acutangulo ou é obtusangulo. Vejamos:

Tridnqulo Obtusangulo

Tomemos um triangulo Obtusangulo qualquer, conforme abaixo

H

Podemos escrever
m = b.cos(180° — a) = b.(—cosa) = —b.cosa
h = b.cos(180° —a) = b.cosa
Utilizando o teorema de Pitagoras obtemos
a’? = h?>+ (c +m)?2 = b%cos?a + c? + 2.c.(—b.cosa) + b?sen? a
E entéao
a? =b?>+c*—2.b.c.cosa (1)
Também podemos escrever
m=a.cosf —c
h =a.senf
E teremos
b?> =m? + h? = a®.cos? S — 2.c.a.cos B + c? + a®.sen? §
Portanto,

b2 =a?+c?—2.a.c.cosfp  (2)
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Mudando a posic¢ao do triangulo obtuséngulo, podemos mostrar de forma
analoga como fizemos para a expressao (2), que considera o angulo agudo
que:

c?2=a*+b*—-2.a.b.cosy (3)

Triangulo Acutanqulo

Se, por outro lado, tomarmos um triangulo acutangulo teremos:

h=a.sinf

m=c—a.cosf
Tambeém,
b? = h? + m? = a®.sin? B + ¢? — 2.c.a.cos B + a®.cos? B
De onde concluimos que,
b2 =a?+c*—2.a.c.cosfp  (4)

Mudando a posicdo do triangulo acutangulo, podemos mostrar de forma
analoga como fizemos para a expressao (4), que considera o angulo agudo g
que:

c?=a*+b*—-2.a.b.cosy (5)

a? =b%+c?—2.b.c.cosa (6)
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As expressoes (1), (2), (3), (4), (5) e (6) nos demonstram a Lei dos Cossenos
gue afirma que:

Em qualquer triangulo, o quadrado da medida de um lado € igual & soma dos
quadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o produto das
medidas desses lados e do cosseno do angulo determinado por eles.

e a’=b%?+c?—2.b.c.cosa
b? =a?+c%?—2.a.c.cosf§
e c?=a?+b?>—-2.a.b.cosy
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Lei dos Senos

Se tomarmos um triangulo ABC qualquer, sabemos da Geometria que sempre
€ possivel inscrevé-lo numa circunferéncia, conforme a figura abaixo:

Se tracarmos uma reta que passa pelo vértice B e pelo centro da
circunferéncia, a interseccédo desta reta com a circunferéncia nos fornece o
ponto D. Usando novamente resultados da geometria temos que:

e O ABDC é retangulo
e O angulo BAC é congruente ao angulo a (BAC) pois os dois determinam
a mesma corda na circunferéncia tracada.

Entao

- a
in(BAC) =sina = —=2r =
sin( ) =sina > "= tna

Utilizando a mesma construcao para os outros lados do triangulo temos que

b c
= e r .
sinf siny
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Com estes resultados, demonstramos a chamada Lei dos Senos que afirma
que:

Em qualquer triangulo, as medidas dos lados séo proporcionais aos senos dos
angulos opostos.

a b c

: = =—=2r
sina sinf siny
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Exercicios

Lei dos Senos

1) Na figura abaixo, calcule o valor da medida x.
X
ms*}““
100

45°

Resposta:100+v/2

2) No triangulo abaixo, determine as medidas de x e y.
X

P 15 L—
135° _—
y S

Resposta:x = 2;y =3 —1

3) Em um triangulo iséceles, a base mede 6 cm e o &ngulo oposto a base
mede 120°. Qual é a medida dos lados congruentes do triangulo?

Resposta: 2+/3 cm.

4) No triangulo da figura abaixo, calcule as medidas de b e c.

60° 45¢°

_ V6+v2
2

Resposta:b = /3; ¢
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5) A figura abaixo mostra um tridngulo iséceles de base BC. Calcule a
medida da base BC, admitindo conhecidos m,a e S.

A

(4 4
m

B
.
B C

.m.sena
Resposta:—- 5

6) Calcular o raio r da circunferéncia circunscrita a um triangulo ABC em
que uma lado a mede 15 cm, e o &ngulo A oposto a esta lado mede 30°.
Resposta:r = 15 cm

7) Calcular os lados b e ¢ de um triangulo ABC no qual a = 10, B = 30° e
C = 45°.
20 _20V2
Vervz ¢ T Vervz

Resposta:b =

8) Quais s&o os angulos B e € de um triangulo ABC para o qual 4 = 15°, e

~ 3 PN 2
senBz\g esenCz\/?_.

senB

Sugestao: repare que a relacéo o indica qual deve ser o maior lado

(ou b ou c).Lembre-se que, num triangulo obtusangulo o angulo obtuso é
oposto ao maior lado.
Resposta: B = 120° e € = 45°.

9) Calcular os angulos B e € de um triangulo ABC em que a = 1,
b=v3+1,ed=15.
Resposta: B = 45°e € =120°ou B =135°e € = 30°

10)Em um tridngulo ABC, sabe-se que a=2b e ¢ = 60°. Calcular os outros 2
angulos.
Resposta:90° e 30°.
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11)Um observador colocado a 25m de um prédio vé um edificio sob certo
angulo. Afastando-se em linha reta mais 50 m, nota que o angulo de
visualizacdo é metade do anterior. Qual é a altura do edificio?
Lembrete: Num triangulo qualquer um angulo externo, suplementar ao
angulo de um dos vértices, é igual a soma dos outros dois angulos
internos ndo adjacentes a ele.

¥

B

Resposta: 25v/3 m.

12)Num triangulo qualquer, suponha conhecidos o perimetro p, e a medida
dos angulos adjacentes (f e y) a um lado de medida x. Expresse a

medida do lado x em funcéo dos angulos g e y e do perimetro.
2p.sen(Bf+y)
sen(f+y)+sen(B)+sen(y)

Resposta:x =

Lei dos cossenos

13)No triangulo abaixo, calcule a medida de x.

\so\
"

Resposta:\/7



—_— Lei dos Senos e Lei dos Cossenos Notas de Aula 07 —

u“ﬁm Semestre 2 - 2010

DESAD PALLO
Tépicos Fundamentais de Matematica - Licenciatura em Matematica —
Osasco -2010

14)No triangulo da figura abaixo sdo dados: a = 4, b = 3v/2, e € = 45°.
Calcule a medida c.

Resposta:\/10.

15)Dois lados de um triangulo medem 8 m e 12 m e formam entre si um
angulo obtuso de 120°. Qual € a medida do terceiro lado?

Resposta:4v/19 m

16)(FEI-77) Calcular ¢ sabendo que, a = 4, b = 3v2,C = 45°.
A,

Resposta:/10
17)Na figura abaixo um observador esta no ponto A e quer saber a

distancia entre o ponto onde ele estd e uma arvore situada do outro lado
do rio.

¥

>0
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O observador se locomove de A para B, de onde avista também a arvore
(no ponto P).

e

> e

B

Qual é a distancia de A a P sabendo que a distancia de A até B é de 2
km, a medida do &ngulo BAP € igual a 120°e a medida do angulo ABPé
igual a 45°?

Resposta:Aproximadamente 5459 m.

18)(MAPOFEI - 76) Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 8
cm e 12 cm e formam um angulo de 60°. Calcular o comprimento das
diagonais.

Resposta:diagonal menor=4+/7; diagonal maior=4+/19 m.

19)Dois lados de um tridngulo medem +/3 cm e 4 m. O angulo entre estes
lados mede 30°. Qual é a medida do terceiro lado deste triangulo?

Resposta:\/7 m.

20)Calcular o lado ¢ de um triangulo ABC sendo dados
A=120°b=1-=2.
-1+V/13
6

Resposta:c =

21)Calcular os trés angulos internos de um triangulo que tem lados com

medidas 2,v/6,e v/3 + 1.
Resposta:45°,60° e 75°.

22)(EPUSP-56)0s lados de um triangulo sé&o dados pelas expressoes:

a=x*+x+1 b=2x+1 c=x*-1
Demonstre que um dos angulos do triangulo mede 120°.

10
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